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RESUMEN

En este trabajo se presenta una aproximación para un número difuso de tipo trapezoidal por una secuencia de números 

difusos -diferenciables, es decir, números difusos cuya función de pertenencia es diferenciable en el interior del nivel . El 

proceso consiste en la construcción de un número difuso diferenciable usando la sup-min-convolución de un número difuso 

con un número difuso simétrico casi Gaussiano. Se presentan algunos ejemplos numéricos y un algoritmo computacional 

para este proceso. 
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ABSTRACT 

In this paper presents an approximation for a trapezoidal type fuzzy number by a sequence of -differentiable fuzzy 

numbers, i.e. fuzzy numbers with differentiable membership function in the interior of the -level. The process consists on 

the construction of a differentiable fuzzy number using sup-min-convolution of a fuzzy number with a quasi-Gaussian fuzzy 

number. This work shows some numerical examples and a computational algorithm for this process.
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INTRODUCCIÓN

La teoría de conjuntos difusos es una herramienta importante 

para modelar incertezas y para procesar información vaga 

o subjetiva en modelos matemáticos. Sus direcciones de 

desarrollo han sido diversas y con aplicaciones en diversos 

problemas reales, por ejemplo, la lógica difusa tiene 

una gran variedad de aplicaciones, las cuales van desde 

control de complejos procesos industriales, hasta el diseño 

de dispositivos artificiales automáticos, pasando por la 

construcción de artefactos electrónicos de uso doméstico 

y de entretenimiento, así como también de sistemas 

de diagnóstico. Una referencia básica sobre conjuntos 

difusos, lógica difusa y aplicaciones son los libros [20-

21]. También, podemos encontrar conjuntos difusos en 

modelos matemáticos aplicados a medicina [2], [3], en 

sistemas caóticos [9, 22-23], en diversos problemas de 

ingeniería [15-18, 27], en biología [11-12], etc.

Formulaciones típicas encontradas en la literatura utilizan, 

para procesar información vaga, conjuntos difusos 

cuyas funciones de pertenencia son lineales o lineales 

por tramos, por ejemplo en el diseño electromagnético 

difuso [27], en optimización difusa [7]. También, es 

usado en aplicaciones de control difuso donde los 

recursos computacionales son limitados y no permite el 

uso de funciones de pertenencia complicadas [15]. Sin 

embargo, el uso de funciones de pertenencia diferenciables 

es necesario en diversos casos, tal como ocurre en la 

implementación de sistemas expertos difusos y sus 

aplicaciones. Por ejemplo, en modelos de aprendizaje 

neuro difuso, los cuales están basados en el método 

del gradiente descendente, es necesario que la función 

de pertenencia sea diferenciable, es decir, la entrada 

(input) tiene que ser un conjunto difuso cuya función de 

pertenencia es diferenciable (ver [4]). También, en otras 

áreas, los parámetros de los modelos deben ser conjuntos 
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difusos cuya función de pertenencia es diferenciable, 

por ejemplo, en los métodos de optimización difusa que 

están basados en la gradiente, ver [15]. En particular en 

[15] se sugiere el uso de un número difuso simétrico 

casi Gaussiano. Por otro lado, en [13] se resalta que la 

construcción de funciones de pertenencia diferenciables 

juega un rol relevante en el modelamiento y resolución 

de problemas reales.

En [1] se utilizan funciones de pertenencia de tipo casi 

Gaussiana como funciones de pertenencia diferenciables 

(ver también [18]). Estas, también son usadas en [17] 

para el estudio de la influencia de variabilidad difusa 

en la estimación de conductividad hidráulica y en [16] 

para problemas de ingeniería mecánica, entre otras 

aplicaciones.

Ahora, en la teoría de conjuntos difusos existen muchas 

situaciones donde es necesaria la aproximación de un 

número difuso por números difusos con propiedades más 

convenientes. Por ejemplo, en [24] los autores presentan 

una aproximación de un número difuso por números 

difusos Lipschitz (función de pertenencia Lipschitz); 

en [8] se presenta una aproximación de un número 

difuso por números difusos de tipo trapezoidal; en [5] 

se muestra una aproximación de un número difuso por 

números difusos diferenciables casi en todas partes. En 

esta última aproximación se usa la convolución de un 

número difuso con un número difuso cuadrático. Otros 

tipos de aproximación de números difusos es estudiado 

en los trabajos [6, 10, 19, 26].

En este trabajo se presenta una nueva forma de construir 

conjuntos difusos diferenciables y, junto con ello, se 

muestra un nuevo tipo de aproximación para conjuntos 

difusos de tipo trapezoidal, cuyo proceso es diferente de los 

existentes. Para esto se usa la sup-min-convolución de un 

número difuso tipo trapezoidal u con los números difusos 

simétricos casi Gaussianos 
n
, generando la secuencia 

de números difusos w
n
. Se muestra que w

n
 es un número 

difuso -diferenciable, para cada n  y , los 

cuales convergen (en d
∞
-métrica) rápidamente a u. Este 

resultado generaliza la aproximación presentada en [8]. 

Además, se implementa un algoritmo computacional 

para este proceso.

PRELIMINARES

Un conjunto difuso u en un conjunto universo X se 

representa por una aplicación u : X  [0,1], siendo u( )

la función de pertenencia asociada al conjunto difuso u.

En este caso, la interpretación es que para cada x X,

u(x) representa el grado de pertenencia de x al conjunto 

difuso u.

Para un conjunto difuso u en , el conjunto de 

los números reales, definimos el -nivel de u por 

u x u x/ ( ) ,  con 0 1. Para 

0 tenemos el soporte de u, el cual es dado por 

Supp u x u x( ) / ( ) ,0  donde A  denota la 

cerradura del conjunto A. Note que [u]0 indica el grado de 

incerteza del conjunto difuso u (este también es llamado 

intervalo de incerteza).

Denotamos por  la familia de todos los números difusos, 

es decir, la familia de todo conjunto difuso u en  tal 

que [u]  es un intervalo cerrado y limitado para cada 

 [0,1]. 

Para cualquier número difuso u existen cuatro (4) números 

reales a, b, c, d y dos funciones semicontinuas superior 

L : [a,b]  [0,1] y R : [c,d]  [0,1], donde L es una 

función no decreciente y R es una función no creciente 

con L(b) R(c) 1, tal que u puede ser descrito de la 

siguiente manera

u x

si x a

L x si a x b

si b x c

R x si c x d

s

( )

( )

( )

0

1

0 ii x d.

(1)

Denotamos por 
T
 la familia de todos los números difusos 

de tipo trapezoidal, es decir, la familia de todo número 

difuso u tal que L es estrictamente creciente en [a,b], 

diferenciable en (a,b) y R es estrictamente decreciente 

en [c,d], diferenciable en (c, d) y L(a) R(d) 0. Es 

claro que esta familia 
T
 contiene a los números difusos 

triangulares.

Si u
T
 entonces tenemos que

u L R1 1
( ), ( ) ,

para cada  [0,1], donde L–1 y R–1 son las funciones 

inversas de L y R, respectivamente.

También, denotemos por 
D( )

 la familia de todos los 

números difusos -diferenciables, es decir, la familia de 

todos los números difusos u tal que u es diferenciable en 

el interior de [u] .
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De las definiciones anteriores, notemos que 
T

. Esta 

inclusión es estricta, como vemos en las figuras 1 y 2, 

donde w  pero w .

0 1 2 3
0

1

v

Figura 1. Número difuso tipo trapezoidal.

0 1 2

0

0.25

0.5

1

w

Figura 2. Número difuso que no es tipo trapezoidal.

Un número difuso simétrico casi Gaussiano es definido 

por (ver [17-18])

( )x e

x m
2

2
2

para x m x x m3 0 3y para( )  o x m 3 ,

donde m  y  denotan el valor medio y la desviación 

estándar de la distribución Gaussiana, respectivamente. 

La figura 3 es un número difuso casi Gaussiano, con valor 

medio 0 y desviación estándar 1/3. 

–1 0 1
0

0.5

1

Figura 3. Número difuso casi Gaussiano, con valor medio 

0 y desviación estándar 1/3. 

Observación 1.- El número difuso simétrico casi Gaussiano 

fue motivo de estudio de varios autores y usado en los 

más diversos tópicos, ver [1, 15, 17-18] y referencias. 

Cabe resaltar que este número difuso es un número 

difuso -diferenciable, con , ya que tiene la 

propiedad de ser diferenciable en el interior [ ,

no es diferenciable en los extremos del mismo y no es un 

número difuso tipo trapezoidal según la definición de 

T
, ver figura 3. Esto quiere decir que el menor grado 

de pertenencia para los elementos del soporte de  es 

y este es bastante “pequeño”. Pero, por las propiedades 

interesantes de la distribución Gaussiana en la teoría de 

probabilidades, hace que este número difuso sea importante 

en la teoría de conjuntos difusos, ver [1, 15, 17-18].

Las operaciones de suma y multiplicación por un 

escalar en el espacio  son generadas por el principio de 

extensión (véase [20]). Pero, a su vez, estas operaciones 

son equivalentes a:

u v x
y z x

u y v z( ) sup ( ) ( )
(2)

y

( )( )

( ) .

u x
u

x
si

x si

0

0
0

donde  es la función característica de {0} y  denota 

el mínimo entre dos números. 

También, para cada [0,1] las siguientes relaciones 

se cumplen

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] .u v u v u uy
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Note que la suma de dos números difusos u y v dada en 

(1) es equivalente a la sup-min-convolución u v, tópico 

bastante conocido en la teoría de análisis convexo [25]. 

Más precisamente,

( )( ) ( )( ) sup { ( ) ( )}.u v x u v x
y

u y v x y

Esta definición fue estudiada y usada por los autores en 

[24] para la aproximación de un conjunto difuso por una 

secuencia de conjuntos difusos Lipschitz. También, en 

[5] fue estudiada la convolución de un número difuso 

con un número difuso cuadrático, generando un número 

difuso casi diferenciable. 

Para dos números difusos u y v cualesquiera, la distancia 

entre ambos es dada por

d u v H u v( , ) sup , ,
0 1

donde H es la métrica de Hausdorff que es definida por

H a b c d a c b d, , , max , ,

para cada par de intervalos cerrados y limitados [a,b],

[c,d].

Dados u, v y w números difusos, se cumple que

d u w v w d u v( , ) ( , ). (3)

APROXIMACIÓN

Denotemos por 
p
 el número difuso casi Gaussiano con 

media m 0  y desviación estándar p , es decir,

p e

x

p
si p x p

si x p p

9

2

0

2

2

, .

Para cada [0,1] tenemos

p

p p
si e

2
2

9

2
2

9

9
ln( ) , ln( )

//

,
/

.

2
1

0
9 2

p p si e

En esta sección tomamos 

e

9

2 0 011. .

Construiremos una secuencia de números difusos 

-diferenciables w
n

u
1/n

, a partir de un número difuso 

u. Mostraremos también que la secuencia w
n
 converge a 

u en la métrica d .

Antes de mostrar la convergencia, presentamos una 

propiedad de regularización asociada a la convolución de 

un número difuso de tipo trapezoidal u con 
p
.

Teorema 1.- Sea u un número difuso. Si u
T
 entonces 

u
p D( )

.

Demostración Como u es un número difuso tipo trapezoidal, 

entonces podemos considerar u como en (1) donde L y R

son diferenciables en (a,b) y (c,d), respectivamente, y son 

estrictamente monótonas. También, tenemos que 

u L R1 1
( ), ( ) .

Luego 

u
p

L
p

R
p1 2

2

9

1 2
2

9
( ) ln( ) , ( ) ln( )

( ) , ( )

si e

L p R p s

9

2 1

1 1
ii e0

9

2 .

Ahora, consideremos 

f
L

p
si e

L p si

( )
( ) ln( )

( )

1
2 9

2

1

2

9
1

0 e

9

2

y

g
R

p
si e

R p si

( )
( ) ln( )

( )

1
2 9

2

1

2

9
1

0 e

9

2
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entonces f y g son funciones biyectivas en [0,1] y 

diferenciables en ( , 1) y, además, se tiene que

u x

si x a p

f x si a p x b

si b x c
p
( )

,

( ) ,

0

1

1

,,

( ) ,

.

g x si c x d p

si d p x

1

0

Luego, u p f 1  es diferenciable en L p b1
( ) ,

y u p g 1  es diferenciable en (c,R–1( )+p,b). Para 

completar la demostración, mostramos que

d u

dx
b

d u

dx
c

p p
( )

( )
( )

( ) .0

En efecto,

x b

u x u

x b

p p
b

lim
( )( ) ( )

.
( )

0

Considerando f –1(x) =  y tomando en cuenta la regla 

de L’Hopital, 

x b

u x u b

x b

x b

f x

p p
lim

( )( ) ( )( )

lim
( )

1 f b

x b

1
( )

1

1

2

9

1
2

lim

( ) ln( )L
p

b

1

2

2
2

9

0

1
2

lim
ln( )

ln( )
'
( )

.

L
p

Por lo tanto, 
d u

dx
b

p
( )

( ) .0

Similarmente
d u

dx
c

p
( )

( ) 0 . Así, u
p D( )

.

Teorema 2.- Sea u un número difuso. Si u
T
 entonces 

existe una secuencia de números difusos (w
n
)

D( )

tal que 

d (w
n
, u)  1/n,

para todo n = 1, 2, 3,…

Demostración: Sea u número difuso tal que u
T
. Si 

tomamos w
n

= u
1/n

 entonces, por el Teorema 1, tenemos 

que w
n
 es un número difuso -diferenciable, para n = 1, 2, 

3,…. Además, de la propiedad (3) de la métrica d
∞

,

d w u d u u

d n

n n

n

( , ) ,

, / .

/

/

1

1 0
1

para todo n = 1, 2, 3,…

Observación 2.
a) Del Teorema 2, concluimos que un número difuso 

tipo trapezoidal se puede aproximar por una secuencia 

de números difusos -diferenciables, para .

Destacamos que la convergencia es dada en la métrica 

d , la cual es una métrica fuerte en la teoría de conjuntos 

difusos.

b) Note que el número difuso casi Gaussiano  y los números 

difusos aproximantes w
n
 tienen similar comportamiento 

de diferenciabilidad, en el sentido que son diferenciables 

en el interior del nivel  y no son diferenciables en los 

extremos del nivel .

UN ALGORITMO SIMPLE

Proponemos un algoritmo computacional que nos permite 

visualizar varias aproximaciones w
n
. Este algoritmo es 

el siguiente:

APROXIMACION-DIFUSO (n,L,R) Return w
n

input: n número de aproximaciones

L función creciente (lado izquierdo) de u

R función decreciente (lado derecho) de u

L  función creciente (lado izquierdo) de 
1/n

R  función decreciente (lado derecho) de 
1/n
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Li=INVERSE(L( ))

Ri=INVERSE(R( ))

f=Li -L

g=Ri+R

fn=INVERSE(f)

gn=INVERSE(g)

return: fn y gn

Ejemplo 1.- Consideremos el número difuso de tipo 

trapezoidal u (figura 4) dado por

u x

x si x

si x

x si x

( )

2
0 1

1 1 2

3 2 3

Este conjunto difuso no es diferenciable en x = 1 y en 

x = 2. Por otro lado, para cada [0,1], sus niveles son 

dados por

u , .3

Usando el algoritmo propuesto tenemos los gráficos de 

los números difusos -diferenciables w
1
, w

2
, w

3
 y w

4
 que 

se aproximan a u, como se muestra en la figura 5.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

Figura 4. El número difuso u.

–1 –0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figura 5. Las aproximaciones w
1
, w

2
, w

3
 y w

4
.

Por otro lado, haciendo un zoom al gráfico anterior 

podemos ver que w
1
 no es diferenciable en los extremos 

del nivel , como podemos ver en la figura 6. 

–1 –0.95 –0.9 –0.85 –0.8 –0.75 –0.7
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Figura 6. La aproximación w
1

no es diferenciable en los 

puntos extremos del nivel .

CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado una nueva forma de 

aproximar un número difuso tipo trapezoidal por números 

difusos -diferenciables, con .

La convergencia es dada en la métrica d , la cual es una 

métrica fuerte en la teoría de conjuntos difusos. Esto 

hace que nuestro algoritmo mejore substancialmente 

el algoritmo presentado en [8], donde se obtiene una 

aproximación de un número difuso tipo trapezoidal 

usando la función sigmoidal, mas los conjuntos difusos 
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aproximantes no son números difusos, porque para valores 

cerca de = 1 los niveles son conjuntos vacíos y así 

no existe convergencia en la métrica d . También, cabe 

resaltar que los números difusos w
n
 tienen propiedades 

similares de diferenciabilidad con el número difuso casi 

Gaussiano .

Por otro lado, las operaciones matemáticas involucradas 

en la construcción del algoritmo, la convergencia rápida, 

así como la implementación computacional del mismo, 

hacen que el algoritmo sea eficiente.

En teoría difusa, el empleo de funciones de pertenencia 

diferenciables es con el fin de permitir el uso de métodos 

basados en gradientes. Por ejemplo, es necesario funciones 

de pertenencia diferenciables en el diseño de un micromotor 

electrostático [15]. Así, cada vez que surjan en el modelo 

funciones de pertenencia trapezoidales, estas necesitan ser 

aproximadas por funciones de pertenencia diferenciables. 

En esta instancia el resultado de este trabajo puede ser 

usado.
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