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RESUMEN

Es un hecho conocido que toda gramática libre de contexto puede ser transformada a la forma normal de Chomsky de tal 
forma que los lenguajes generados por las dos gramáticas son equivalentes. Una gramática en forma normal de Chomsky 
(FNC) tiene algunas ventajas, por ejemplo sus árboles de derivación son binarios, la forma de sus reglas más simples 
etc. Por eso es siempre deseable poder trabajar con una gramática en FNC en las aplicaciones que lo requieran. Existe 
un algoritmo que permite transformar una gramática libre de contexto a una en FNC; sin embargo, la cantidad de reglas 
generadas al hacer la transformación depende del número de reglas en la gramática inicial así como de otras características. 
En este trabajo se analiza desde el punto de vista experimental y estadístico, la relación existente entre el número de reglas 
iniciales y el número de reglas que resultan luego de transformar una gramática libre de contexto a la FNC. Esto permite 
planificar la cantidad de recursos computacionales necesarios en caso de tratar con gramáticas de alguna complejidad.

Palabras clave: Reconocimiento de formas, teoría de autómatas, modelos de lenguaje, gramáticas formales, lenguajes 
formales.

ABSTRACT

It is well known that any context-free grammar can be transformed to the Chomsky normal form so that the languages 
generated by each one are equivalent. A grammar in Chomsky Normal Form (CNF), has some advantages: their derivation 
trees are binary, simplest rules and so on. So it is always desirable to work with a grammar in CNF in applications that 
require them. There is an algorithm that can transform a context-free grammar to one CNF grammar, however the number 
of rules generated after the transformation depends on the initial grammar and other circumstances. In this work we 
analyze from the experimental and statistical point of view the relationship between the number of initial rules and the 
number of resulting rules after transforming. This allows you to plan the amount of computational resources needed in 
case of dealing with grammars of some complexity.
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INTRODUCCIÓN

Una gramática libre de contexto (GLC) es un mecanismo 
para generar eficientemente lenguajes formales [6], los 
cuales son sistemas matemáticos usados como modelos 
teóricos de computación que sirven de apoyo a algunos 
sistemas de reconocimiento de patrones tales como: 
reconocimiento de la voz, traducción automática [6] y 
otros. Las gramáticas también han sido de gran utilidad 
en el diseño de compiladores, lenguajes de programación 
para computadoras y como modelo sintáctico de lenguajes 
naturales [6, 7].

Definición 1. Una gramática formal es una 4-tupla 

G N P S= ( , , , )Σ  donde:

•	 ∑ es un alfabeto (denominado conjunto de 
símbolos terminales).

•	 X → α  es un conjunto finito denominado conjunto 
de símbolos no terminales, Σ ∩ = ∅N .

•	 P es un conjunto finito de reglas, llamado conjunto 
de reglas de producción.

•	 S es el símbolo inicial de la gramática, S N∈ .
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Forma de las reglas. El conjunto finito de producciones 
o reglas de producción, que representan la definición 
recursiva de un lenguaje, está formado por expresiones 
que se escriben en la forma α β→  y se leen: “α deriva 
en β”, donde: el lado izquierdo de una producción (antes 
del símbolo →) se denomina cabeza de la producción o 
antecedente, en este trabajo se usará antecedente y es 
un elemento de ( )Σ ∪ +N . Las expresiones ( ) ,Σ ∪ +N  
( )*Σ ∪ N definen el conjunto de todas las cadenas de 
longitud mayor o igual que 0 y mayor o igual que 1 
(respectivamente) que se pueden formar con elementos 
de ∑∪N.

•	 El	símbolo	de	producción:	→.

•	 El	lado	derecho	de	una	producción	es	una	cadena	
de ( )*Σ ∪ N . Esta cadena, llamada cuerpo o 
consecuente de la producción, representa una 
forma posible de construir cadenas en el lenguaje. 
Para hacerlo, si el antecedente aparece en una 
cadena de ( )*Σ ∪ N  éste puede ser reemplazado 
por el consecuente.

En adelante utilizaremos las siguientes convenciones con 
respecto a las gramáticas:

1. Si α β→  es una regla de producción que se 
aplica a la cadena γαδ  para derivar la cadena  
γβδ , esto se denota γαδ γβδ⇒ .

2. Supóngase que α α α1 2, ,..., ,m  son cadenas 
de ( )*Σ ∪ N , m ≥ 1  y α α α1 2 3⇒ ⇒ ⇒,...,  
⇒ ⇒−α αm m1 . Entonces se dice que  o 
α1  deriva en αm  en la gramática G.

Las gramáticas se clasifican mediante la jerarquía de 
Chomsky en cuatro tipos [3]; dentro de estos es de 
particular importancia el estudio de las GLC. Al utilizar 
una GLC para generar un lenguaje existen dos problemas 
básicos: el primero, consiste en que si se permite en el 
lenguaje el uso de cadenas de longitud nula, esto puede 
hacer que el proceso para generar una determinada cadena 
nunca termine. El segundo, la existencia de cierto tipo 
de reglas en la gramática; unas de ellas denominadas 
unitarias y las otras inútiles, las cuales hacen que el 
trabajo para producir una cadena pueda ser excesivo, 
pues las unitarias no contribuyen a la generación del 
lenguaje ya que solo hacen el reemplazo de una variable 
por otra mas no por un símbolo terminal que es lo que 

se necesita para producir cadenas; por otro lado, las 
reglas inútiles no contribuyen en el proceso de generar 
alguna cadena pues dichas reglas nunca se emplean en 
la obtención de las cadenas.

Afortunadamente existe un procedimiento que permite 
transformar la GLC a formas más simples que no 
presenten las dificultades mencionadas y tal que el 
lenguaje generado por la nueva gramática sea equivalente 
al lenguaje generado por la gramática inicial. La forma 
más utilizada es la forma normal de Chomsky (FNC), en 
la cual la forma de las reglas es muy simple y manejable 
desde el punto de vista computacional.

Definición 2. Una gramática libre de contexto (GLC) o 
de tipo 2. Se caracteriza porque las reglas son de la forma 
X ⇒ α , donde X es un no terminal o variable y α es 
una cadena que puede contener no terminales y símbolos 
terminales. Los lenguajes que estas gramáticas producen 
se llaman lenguajes libres de contexto (LLC).

Definición 3. El lenguaje generado por G es el conjunto 
L(G), definido como L G x S x( ) { / }*= ∈ ⇒Σ .

Definición 4. (Forma normal de Chomsky). Sea 
G N P S= ( , , , )Σ  una gramática. Se dice que G está en 
forma normal de Chomsky si el conjunto de reglas de 
producción P está constituido por reglas de la forma 
A BC→  o A a→  donde A B C N, , ∈  y a ∈Σ .

Para abordar el tema de este trabajo cabe preguntar: si 
la gramática inicial tiene P  reglas, al transformarla a 
la FNC, ¿cuántas reglas tendrá la gramática final? La 
pregunta tiene importancia pues al estudiar el teorema 
que transforma una GLC a la FNC [6] se concluye que 
no es posible determinar la cantidad de reglas resultantes 
en FNC a partir de la GLC inicial. Esto motiva la 
realización de un estudio estadístico que permita estimar 
un modelo que establezca la relación entre el número 
inicial de reglas y el final. Tal modelo permite estimar 
de antemano la cantidad de recursos necesarios para 
almacenar la gramática resultante en las aplicaciones 
computacionales.

ANÁLISIS ESTADÍSTICO EXPERIMENTAL

En el desarrollo de esta sección se realizará un análisis 
de regresión, el cual permitirá plantear un modelo 
matemático que establece la relación entre el número de 



Amaya R. y Murillo F.: Estudio estadístico del número de reglas resultantes al transformar una gramática libre de contexto a la forma normal de Chomsky

185

reglas de la GLC y el número de reglas de la gramática 
en FNC.

Metodología experimental
Inicialmente se tiene un conjunto de terminales Σ  y 

un conjunto de no terminales N. A partir de éstos se 

generan P  reglas de manera aleatoria, reglas de la 

forma X → α;  X N∈ , α ∈ ∪( )*N Σ .

Así se obtiene una gramática G N P S= ( , , , )Σ  con P  

reglas. Esta gramática se transforma a la FNC, obteniéndose 
una nueva gramática ′G  en FNC, ′ = ′ ′G N P S( , , , )Σ  con 

′P  reglas y tal que L(G) = L G( )′ .

Sea P n= , el proceso descrito anteriormente se repite 

5.000 veces, es decir, se generan 5.000 GLC y se 

transforman a FNC; se anotan los números de reglas 
resultantes en cada una de las 5.000 transformaciones. 
Por último, se toma de los 5.000 datos como valor 
representativo el número promedio de reglas y el peor 

de los casos (el que más reglas finales en FNC produjo). 

Este experimento se repite para P n= = 100  hasta 

n = 3.000 variando de 100 en 100.

En la siguiente sección se muestran los resultados.

Análisis estadístico
Con los datos obtenidos de los experimentos se realizó 
un análisis de regresión y correlación para los dos casos 
mencionados anteriormente es decir:

1. peor caso.
2. promedio.

En los dos casos las variables independiente y dependiente 
para el análisis de regresión se definen respectivamente 

como x P=  y y P= ′ .

En la Figura 1 en color azul se presentan los datos 
originales del peor caso y en color rojo los del caso 
promedio.

Se observa en la Figura 1 que a partir de 300 reglas 
iniciales el comportamiento para el caso promedio tiene 
tendencia lineal. Mientras que el peor caso muestra un 
comportamiento cuadrático.
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Figura 1. Relación entre el número de las reglas de una 
GLC y el número de reglas al ser transformadas 
a la forma normal de Chomsky.

Esta apreciación ha motivado hacer un estudio de regresión 
y correlación de los dos casos.

Para el caso promedio en la misma Figura 1 se ha agregado 
una recta de regresión lineal, la cual aparece de color negro, 
y al lado de ella se muestra el valor del coeficiente de 
determinación que indica que la relación lineal es buena 
entre el número inicial de reglas de la GLC y el número 
final de reglas en forma normal de Chomsky. En nuestro 
caso la relación es del 99,58%, lo cual significa que la 
relación es estrecha y creciente. La recta de regresión 
lineal tiene como modelo

 y x= −5 6237 1460 2, ,  (1)

Donde y en la ecuación (1) representa el número 
aproximado de reglas en forma normal de Chomsky y 
x es el número de reglas de la gramática inicial. Así, el 
modelo nos permite estimar la cantidad de memoria que 
se requiere cuando se va a transformar una gramática 
libre de contexto a la FNC.

Para el primer caso, en la parte superior de la Figura 1, 
se muestra cómo evoluciona en el peor de los casos el 
número de reglas resultantes en forma normal de Chomsky 
en función del número de reglas iniciales de la gramática 
libre de contexto. Se ha aproximado la curva mediante 
un modelo de regresión cuadrática, por:
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 y x x= + +0 0022 2 96 81 482, , ,  (2)

Donde y en la ecuación (2) es aproximadamente el número 
de reglas en forma normal de Chomsky y x es el número de 
reglas de la gramática libre de contexto inicial. Para este 
caso la relación es del 99,71%, lo cual muestra una buena 
relación entre las variables y con tendencia creciente.

CONCLUSIONES

En este trabajo se realizó un análisis estadístico en el 
que se ha establecido la existencia de una relación lineal 
entre el número inicial de reglas de la GLC y el número 
final de reglas en FNC en el caso promedio definido en 
el texto. También se halló, en el peor caso, una relación 
cuadrática entre el número inicial de reglas de una 
GLC y el número final de reglas en FNC. Los modelos 
matemáticos se muestran en (1) y (2) y representan tanto 
la relación lineal como la cuadrática; se observa en la 
Figura 1 el ajuste del modelo a los datos con un alto 
grado de confianza. Esto significa que dada una gramática 
GLC arbitraria de antemano podemos estimar con un 
alto grado de probabilidad el número final de reglas que 
van a resultar luego de transformarla a una gramática 
equivalente en FNC. Así, se dispone a partir de ellos de 
un método para estimar los recursos computacionales 
de espacio en memoria cuando se va a transformar una 
GLC a la FNC.
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