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RESUMEN

Este trabajo presenta un andlisis de las propiedades de escalamiento del método MMLM, utilizado para
la construccién numérica de campos vectoriales turbulentos sintéticos tridimensionales. En particular, se
estudian las propiedades de escala para las funciones de estructura del campo de velocidades, encontrdndose
que el MMLM conduce a un escalamiento del tipo Kolmogorov. Si el pardmetro de mapeo, consistente
en una escala de tiempo basada en la separacién de nodos sobre la malla computacional, es modificado
y asimilado al tiempo caracteristico de evolucién de los vértices para cada escala espacial, se observa
que el campo de turbulencia sintética presenta el escalamiento anémalo propio de los campos turbulentos
reales, con muy buena concordancia respecto a los valores conocidos. Adicionalmente se estudian la
intermitencia y naturaleza multifractal de la distribucién de disipacién de energia. Los resultados son
también consecuentes con las observaciones en turbulencia real. El estudio arroja nueva luz sobre cudles
son los minimos requerimientos dindmicos para obtener escalamiento anémalo en el rango inercial.
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ABSTRACT

This work presents an analysis of the scaling properties of the MMLM method, used for the numerical
construction of three-dimensional turbulent vector fields. Specifically, the scaling properties for the
velocity field structure functions are studied. It is found that MMLM gives scaling of Kolmorogov type. If
the mapping parameter, which is given by a time scale based on node separation over the computational
mesh, is modified and equated to the characteristic time for eddy evolution at each spatial scale, the
synthetic turbulent field presents the characteristic anomalous scaling of real turbulent fields, with very
good agreement with respect to the known values. In addition, we study the intermittency and multifractal
nature of the energy dissipation distribution. Results are also consistent with observations in real
turbulence. The study sheds new light over the minimal dynamical requirements to obtain anomalous
scaling in the inertial range.

Keywords: Turbulence, intermittency, numerical simulation, multifractals, stochastic models.

INTRODUCCION en comparacién con una resolucién numérica de

las ecuaciones de Navier-Stokes. En este sentido,

Se entiende por turbulencia sintética la construccién ~ la turbulencia sintética substituye, en mayor o
de campos de variables que presentan caracteristicas ~ menor medida, la dindmica real del fenémeno por
propias de fluctuaciones turbulentas, pero que puedan ~ procesos mds simples, orientados a reproducir las
obtenerse con un reducido costo computacional  caracteristicas observables. Un nuevo procedimiento
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para generar campos vectoriales turbulentos sintéticos,
llamado MMLM (Minimal Multiscale Lagrangian
Map), fue introducido en [1], observandose que
este método es capaz de reproducir muchas de
las propiedades fundamentales de la turbulencia,
tales como el sesgo y curtosis de los gradientes
de velocidad, la forma general de las funciones
de densidad de probabilidad (PDF) para derivadas
e incrementos de velocidad, la PDF conjunta del
segundo y tercer invariantes del tensor gradiente de
velocidad, el alineamiento de la vorticidad con el
eigenvector intermedio del tensor de deformacidn,
y otras caracteristicas concernientes a la produccién
de enstrofia y tasa de deformacidn.

Se definen los incrementos longitudinales de
velocidad sobre un vector de separacion r como

du, (r) =[u(x+r)—uXx)]-r/r 1)

Se observé en [1] que la estadistica de las funciones
du, (r) resultantes dependia de la escala espacial
r, con curtosis que se incrementa progresivamente
al reducir la escala, lo cual indica la presencia de
intermitencia en el campo de velocidad, en el rango
inercial de escalas. Esta intermitencia en el rango
inercial es un topico de primera importancia en la
teorfa moderna de turbulencia, puesto que representa
una desviacion de la invariancia estadistica de escalas
que subyace en la teorfa cldsica de Kolmogorov
(K41). Esta invariancia se traduce esencialmente
en que a escalas r suficientemente pequefias (con
respecto a la escala integral de la turbulencia, L), el
flujo es autosimilar en el sentido de que existe un
tinico exponente B de escalamiento tal que

du, (o) PN (pBESu” (r) )

en donde <25 denota igualdad en distribucion
estadistica, y ¢ es alguna constante (tal que @r << L).
Un resultado fundamental en turbulencia homogénea
isotrdpica es la “ley 4/5” de Kolmogorov, para
la funcién longitudinal de estructura de tercer
orden [2],

<[5u”(r)]3> = —%er, cuando N<<r<<L (3)

donde €es la razén media de disipacién de energia
cinética, 1 es la microescala de Kolmogorov y el
operador (-) indica media estadistica. Esta expresion
puede derivarse rigurosamente de la ecuacién de
Navier-Stokes y es asintéticamente exacta para
elevados nimeros de Reynolds. La ecuacion (3)
implica obviamente que

(1Bu 0P = o{18(1*) 4

mientras que la ecuacién (2) implica un valor ¢*J
para el prefactor, de modo que el exponente de
escalamiento debe ser = 1/3. Una generalizacién de
este resultado, basada en argumentos dimensionales,
conduce entonces al escalamiento de la funcién de
estructura de orden p como una ley de potencia:

(18, ()17 ) o )

con ¢, = p/3 cuando el campo de velocidad posee
estadisticamente la invariancia de escalas implicita
en la teoria K41. No obstante, se ha acumulado
mucha evidencia experimental y numérica [3,4] de
que los flujos turbulentos presentan intermitencia en
el rango inercial, y el escalamiento es anémalo con
respecto a lo predicho en el parrafo que antecede.
Esta anomalia se manifiesta por una desviacion
de los exponentes {, del valor p/3 derivado para
el caso no intermitente, tornandose una funcién
no-lineal (céncava no-decreciente) del orden p.
El volumen de investigacidn sobre este tépico es
sumamente extenso para una revision aqui. Se
recomienda a lector consultar [4] y las referencias
que allf aparecen.

En el método MMLM no se utiliza ningtin modelo
estadistico a priori para introducir intermitencia, de
modo que es de interés determinar si el escalamiento
andémalo puede surgir incluso bajo la dindmica
sumamente simplificada en la que este método se
basa. Por lo tanto, el objetivo principal de este trabajo
es determinar si el MMLM es capaz de reproducir
también la intermitencia en el rango inercial.
Adicionalmente se busca estudiar y caracterizar
el campo de disipacién de energia resultante del
proceso de sintesis numérica de la velocidad.
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METODO MMLM

El MMLM se describe en detalle en [1]; aqui sélo se
dard una descripciéon muy resumida. La idea bésica
es deformar un campo de velocidades aleatorio
inicialmente gaussiano, mediante una funcién de
mapeo de las velocidades hacia nuevas posiciones,
como si fuesen transportadas por particulas fluidas
no interactuantes. Cuando toda interaccién entre
particulas es suprimida, la ecuacién de movimiento
se reduce a la ecuacién de Riemann

Jdu+(u-Vyju=0, (6)

cuya solucién es u(X(?), 1) = u(x,0), donde X(¢) es
la posicién lagrangiana de la particula adscrita en
t =0 ala posicién euleriana x:

X(H) =x +tu(x,0). @)

De este modo, la deformacion consiste esencialmente
en la autoadveccién del campo vectorial de
velocidades. Para esto, el método procede mediante
una descomposicién multiescala para diferentes
niveles n o escalas espaciales ¢, = 27"/, con
{n=1,..,M}, siendo la escala inicial ¢, del orden
de la escala integral L. La descomposicién de la
velocidad se puede escribir como

u=u;+u; (8)

la cual emplea un filtro cut-off en el espacio de
Fourier, a un niimero de onda k., = 7/ £,,. El campo
u; se obtiene mediante un filtrado pasa-bajos de las
velocidades generadas en el nivel previo (n — 1). Para
cada escala, este campo es representado en el espacio
fisico sobre una malla que utiliza la escala /,, como
espaciamiento entre nodos. Empezando a la mayor
escala disponible (n = 1), el MMLM distorsiona la
porcién de gran escala de dicho campo mediante
el mapeo definido por la ecuacién (7):

X=x+tw (x), y Vv, (X)=u,(x) 9)

El parametro de mapeo, #,, que cuantifica la extensiéon
de la deformacion, es determinado como

(10)
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donde ug,s , es la velocidad cuadrdtica media
(r.m.s.) para el campo filtrado a escala /,. Nuevas
velocidades v, (x) en las posiciones eulerianas
X se obtienen a partir del campo de velocidades
distorsionado (el cual reside ahora sobre una malla
deformada no uniforme) mediante interpolacién.
Se interpola sobre las velocidades de las particulas
que han arribado a la vecindad de x después de
ser desplazadas de acuerdo a la funcién (9). La
interpolacién utiliza un promedio ponderado simple,
empleando el inverso de la distancia Ix —XI como
funcién de ponderacion sobre una esfera de radio
¢, centrada en x:

vim= Y Ix-XI"vX)/ Y Ix-XI"

Ix-Xl</, Ix-Xl</,
(11

Se consigue que el nuevo campo de velocidad v;;(x)
sea solenoidal proyectandolo, en el espacio de
Fourier, sobre el subespacio no divergente:

W, (k) =P(k)-¥; (k) (12)

Aqui, el superindice  denota cantidades Fourier-
transformadas, y P(k) es el tensor de proyeccién
en el espacio de Fourier sobre un plano ortogonal
al vector de numero de onda Kk,

2
Py =8, —kk, /k (13)

siendo & el delta de Kronecker.

Las amplitudes de los modos de Fourier w;; son
ademas renormalizadas de modo de satisfacer un
espectro de energia E(k) prescrito, segtin

12
E(k)

2, (k) = W, (k) ——
3 Dk Vo (@ W, (@)

(14)

(* indica el complejo conjugado).

Este campo de gran escala es ahora combinado
con la porcion filtrada pasa-altos de la velocidad,
u,;, la cual ha permanecido inalterada a este nivel:
u =z; + u,. A continuacién, el campo resultante u
es tomado como el punto de partida para avanzar
al siguiente nivel, y el filtrado (ahora a un cut-off
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mds alto) y las demds operaciones se aplican una
vez mas con n ¢« n+1. De este modo la accién
distorsionadora avanza hacia escalas progresivamente
menores, hasta alcanzar una escala del orden de
la microescala de Kolmogorov 7. Al final de este
proceso los efectos del mapeo lagrangiano se han
superpuesto y acumulado sobre un rango de escalas
espaciales, que abarca desde la escala integral hasta
las escalas disipativas de energia.

FUNCIONES DE ESTRUCTURA
PARA EL CAMPO MMLM

En primer lugar, el método MMLM se usé para
generar campos de velocidad sintéticos sobre una
malla de Nj; = 5123 puntos en un dominio de tamafio
(27)3 con contornos periédicos. La escala mas
pequeia estd dada por la separacion /y; = 2s Ny,
entre nodos, mientras que las escalas mayores
estan representadas por conjuntos reducidos de
puntos, N, = Ny, / 2M-n para cada nivel n = 1,....M.
El espectro de energia prescrito es

E(k) = ek exp(—Blokm)* + 31" - cn)
(15)

conC= 1.5, =52y c;=0.4. Los pardmetros it
€ y la viscosidad v son tales que el nimero de
Reynolds (a escala de Taylor) es Re; = 200. EEMMLM
es aplicado empezando desde una malla gruesa con
Np= 16> nodos, y la secuencia es 16> » 323 p 643

> 1283 » 2563 » 5123, es decir, M = 6. El interés
aqui se centra en las propiedades de escalamiento de
las funciones de estructura. La Figura 1 muestra las
funciones de estructura para diversos érdenes p. Las
funciones tienden hacia un comportamiento de ley
de potencia aproximado, pero solo sobre un rango
limitado de longitudes r 17/, <r <100 /), el cual
corresponde aproximadamente a 257 <r <1507 (ya
que /y;=1,57). Para la regién donde las pendientes
permanecen aproximadamente constantes, dichas
pendientes se sitdan préximas al escalamiento de
Kolmogorov (pendientes K41 se indican con lineas
segmentadas).

Con el fin de elucidar si este comportamiento cambia
en funcién de la razén de escalas disponibles, el
procedimiento es repetido para un dominio con
1.0243 puntos (N} = 163; M = 7). En este caso se
tiene Re; =476. Los resultados son presentados en la
Figura 2 como lineas llenas (para mejor visualizacién
los rangos con log;o(7/¢;;) menor que 0,5 y mayor
que 2,5 se han excluido, ya que se sitdan fuera del
rango inercial). Se observa una mejor aproximacién
auna ley de potencia, pero con exponentes que no
difieren significativamente de los predichos por
la teoria K41. Téngase presente que estos campos
sintéticos aun exhiben todas las caracteristicas
turbulentas mencionadas previamente (sesgo y
PDF de los gradientes de velocidad, estadisticas
para enstrofia y produccién de deformacion, etc.).
Sin embargo, es claro que no hay escalamiento
anémalo.
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Figura 1. Funciones de estructura de velocidad para un campo MMLM de 5123 puntos. Las
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segmentadas corresponden a la pendiente para escalamiento de Kolmogorov.
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La porcién energética de gran escala del espectro
no se incluye en la funcién (13), para extender el
rango inercial tanto como sea posible. Para descartar
la posibilidad de que el comportamiento observado
esté asociado de algiin modo con una falta de
caracteristicas realistas en la turbulencia de gran
escala desde la cual comienza el procedimiento,
otro caso fue computado usando un espectro que
incluye la parte de gran escala:

5/3+p,
kL

(KLY +CL)l/z
xexp(-Blckm)* +ci1" —c, )
(16)

E(k) = ek

donde py = 4 y ¢ se determina de modo que
la integral de E(k) se reduzca a la energia total
3/2u? . Para este caso Re, = 407 y la secuencia es
(N3] =83; M = 8). Los resultados aparecen también
en la Figura 2. Como es de esperar, el rango de
ley de potencia se hace mas estrecho, debido a
la reduccidn del rango inercial, pero todavia los
exponentes de escala son préximos a los K41. El
parametro £, es la variable que determina de forma
mads importante el grado de distorsién introducida
a cada escala. En la forma de la ecuacién (10), 7,
es equivalente al tiempo promedio que le toma a
una particula moverse entre nodos adyacentes.
Esto permite suficiente distorsion para dar origen
a propiedades turbulentas no-gaussianas, evitando
a la vez la rerandomizacién provocada por la

combinacién de velocidades no correlacionadas
[1]. Esta seleccién de #, depende no obstante de
una longitud arbitraria (¢,), no relacionada con la
dinamica intrinseca de la turbulencia. Esto motiva
a explorar una nueva formulacién que utilice un
parametro basado en la fisica del fenémeno.

METODO MTLM

El tiempo caracteristico a una escala r (llamado
“turnover time”) en un flujo turbulento se puede
estimar como

;
t ~ —_—
" du, a7
siendo du, un valor tipico para las velocidades
relativas asociadas con dicha escala. Es bien
sabido que en la fenomenologia de turbulencia se
considera que el flujo medio de energia a través de
la escala r en el rango inercial es constante e igual
a la tasa de disipacion € (la asf llamada “cascada”
de Richardson). Esta disipacion es determinada
por los movimientos de gran escala comparables
a la escala integral de la turbulencia, L, y se estima
como L ~ ufms / €). Por lo tanto,

oy (Bu,)’

L r (1%

de modo que la velocidad sigue una ley de escala
seglin du, ~ (re&)'3. Tomado como escala r la
separacion ¢, entre puntos adyacentes del n-€simo
nivel, tenemos que

log;o({(8uy)"))

N

P I I (Y

log;o({(8u)"))

1,5
logo(r/yy)

Figura 2.

1,5
log,(r/{yy)

IS P P T

[

1,5
log,(r/{yy)

Funciones de estructura de velocidad para un campo MMLM de 1.0243 puntos. Lineas llenas:

usando el espectro (15); lineas segmentadas: usando el espectro (16).
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T, ~ 0203 (19)
Por otra parte, ya que se utiliza un filtro pasa-
bajos, la velocidad r.m.s. (u;,) que interviene
en el célculo de ¢, es aproximadamente igual a la
velocidad r.m.s. (i) del flujo completo, en el
caso de un espectro tipico donde la energia estd
contenida principalmente en las grandes escalas.
Ya que Uy ~ (€ L)'3, la razén entre t, y el tiempo
turnover se puede estimar como

(20)

7, es considerado como representativo del tiempo que
le toma a una estructura de tamafio r experimentar una
distorsién considerable por accién de movimientos
turbulentos, y transferir su energia a escalas todavia
menores por medio de la cascada. La relacién (20)
muestra que ¢, es progresivamente menor que 7, a
medida que se avanza de un nivel al siguiente, de
modo que existe una creciente disparidad entre ¢,
y el tiempo caracteristico de la turbulencia real
para aquella escala en particular en la cual el
mapeo estd siendo aplicado. Por consiguiente, el
procedimiento serd modificado de modo que las
particulas se desplacen por un tiempo equivalente
acumulado 7, dado por la ecuacién (19) a cada
nivel, en lugar de 1,.

Fue establecido en [1] que los desplazamientos de las
particulas no deben diferir mucho de su separacién
original /,. De esa forma, regiones de intensos
gradientes de velocidad son generadas principalmente
por particulas de trayectorias convergentes cuya
separacion inicial era del orden de /,,, y que tenian
por lo tanto velocidades correlacionadas al inicio del
desplazamiento. Para desplazamientos mayores, la
descorrelacion entre las velocidades de las particulas
que arriban a la vecindad de un punto conduce
a una rerandomizacion del campo de velocidad,
destruyendo la coherencia de fases introducida en
el nivel precedente. Debido a esto, el avance total
se efectuard en varios pasos a cada nivel, en forma
tal que el desplazamiento r.m.s. en cada paso sea
aun del orden de /,. M4as precisamente, para cada
nivel en la jerarquia de escalas, la secuencia de
mapeo (9), interpolacién y proyeccion es aplicada
D veces, con

ul‘mSJl

= (fng)m 21

([-] denota entero mds préximo), y cada 7, a ser
usado en (9) estd dado por su correspondiente
fraccién de 7, es decir,

=—|-=2 22)

Se puede asi acumular un tiempo total 7, mediante
esta secuencia de D pasos, cada uno con duracién
t,. Después de cada uno de estos desplazamientos la
interpolacién para obtener v, en los puntos eulerianos
X, es aplicada. Estas velocidades son reescaladas
directamente en el espacio fisico, para mantener
constante la velocidad r.m.s. del campo, y luego
se aplica la proyeccién sobre la parte solenoidal.
Para abreviar, este procedimiento modificado se
designard como MTLM (Multiscale Turnover
Lagrangian Map).

Un nuevo campo sintético de 1.0243 puntos fue
generado con el método MTLM. El espectro de
energia y las otras condiciones son las mismas que
las usadas en el tltimo caso MMLM mostrado.
Los resultados para las funciones de estructura de
velocidad en este campo se presentan en la Figura 3.
Las dos lineas segmentadas finas en cada grafico
indican leyes de potencia de r de acuerdo con
los exponentes del escalamiento de Kolmogorov
¢, = p/3. Los escalamientos segin los exponentes
generalmente reportados en la literatura de flujos
turbulentos [4-8] son también mostrados (parap =2
y p=41os valores de Kolmogorov no se muestran).
Se puede observar que el campo MTLM presenta una
concordancia mucho mejor con el comportamiento
intermitente conocido en turbulencia que los casos
previos computados en la seccién anterior. Existe
una desviacion clara y sistemdtica con respecto a
los exponentes de Kolmogorov, y las pendientes
de las funciones de estructura estdn notablemente
proximas a los valores asociados con turbulencia
real. Los exponentes de referencia usados para
comparacion en la Figura 3 son un promedio de las
mediciones experimentales de [5] para Re; =515,
536y 852. El promedio de los exponentes obtenidos
con simulacién numérica directa (DNS) por Gotoh
[8] aRe; =381y 460 difieren de los valores usados
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para comparacién en un rango de 0,4% a 1,7%
(para p < 10).

Las leves oscilaciones que se observan para los
ordenes mas altos calculados se pueden atribuir a
la naturaleza aproximada del método, y suponer
asociadas a la secuencia discreta de octavas
durante la construccién del campo de velocidades.
Desde una perspectiva de mds conjetura, estas
oscilaciones podrian ser incluso compatibles con
cierto comportamiento ondulante observado a veces
en funciones de estructura de alto orden (ver [4]). La
hipotética existencia de oscilaciones log-periddicas
en las exponentes de escala [9-10] podria surgir
de una razén preferencial de fragmentacién en la
cascada desde los vértices mayores hacia los mas
pequefios y significar una invariancia de escala de
tipo discreto.

Aplicando el método MTLM es posible observar
ahora intermitencia de rango inercial también en un
caso mds pequefio, con 5123 puntos (y Re; =253).
Las correspondientes funciones de estructura aparecen
también en la Figura 3. Para las funciones de orden
p =8, 10y 12, la buena concordancia cubre una
década de escalas. A pequeiias escalas, las funciones
se separan de la tendencia como ley de potencia
a logo(r/y) = 0,7. Esta longitud estd asociada
aproximadamente con el nimero de onda k = 27
/r =204, siendo esto consistente con el nimero de
onda al cual tiene lugar la separacion del espectro

de energia del comportamiento de rango inercial en
el extremo de altos niimeros de onda. Una regresion
lineal ajustada a las funciones de estructura (para el
caso 1.024%) en el rango 0,7 < logo(r//s,) < 2 da, para
los 6rdenes p =8, 10y 12 los exponentes {z=2.235,
£10=2.504 y {;,=2.703 respectivamente, en muy
buena concordancia con los valores experimentales
y numéricos obtenidos en turbulencia de Navier-
Stokes.

ANALISIS MULTIFRACTAL
DE LA DISIPACION

La visién convencional de la transferencia de energia
entre escalas como un proceso en cascada desde
los vértices mayores hacia los mas pequefios hasta
alcanzar las escalas disipativas, ha conducido a la
idea de que las caracteristicas de este proceso podrian
manifestarse en el producto final de la cascada,
vale decir, en el campo de distribucién espacial
de la disipacién de energia. Para evitar confusién
con la disipacién media &, la disipacion local en la
posicion x se designard como £(x). Esta variable es
determinada por el tensor de tasa de deformacion
S;j = Y2(du; +du;) segiin la relacién

£€(x) =2v Sz_‘/' (X)Sii (x) (23)
Como ejemplo, la Figura 4 muestra perfiles
unidimensionales de la disipacién local, a lo largo
de la coordenada x del dominio computacional,

log |o(<(8uu)P>)

log, u(<(5’4u)P>)
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Figura3. Funciones de estructura de velocidad para un campo MTLM de 1.0243 (lineas llenas) y 5123
puntos (lineas segmentadas). Lineas segmentadas finas indican leyes de potencia con los

exponentes que se indican.
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para tres posiciones y, a través de un plano de z
constante, obtenidos del campo de velocidades
MTLM con 1.0243 nodos. Se puede observar una
distribucién espacial de la disipacion extremadamente
intermitente, con puntos dispersos, en donde la
disipacién alcanza valores particularmente elevados,
excediendo el valor medio por mas de un orden de
magnitud, tal como se ha observado en campos
turbulentos reales.

25
(

20l @ ' 1
15+ -
10+ l 4
sk | 1
obokd bholid L ok il b1 b
e .

(®

il ol 1 s

15+ 8

Z'Mmm o Ll

T T T T T T T T T T T
1 64 128 192 256 320 384 448 512 576 640 704 768 832 896 960 1024
x

Figura 4. Disipacién local de energia normalizada
por la disipacién media, para (a) y =256,
(b)y=512y(c) y=768, en un plano de z
constante. Las coordenadas (x, y) estdn en
unidades de la malla computacional.

Una cascada (o un proceso multiplicativo) se puede
describir usualmente mediante el formalismo
multifractal, el cual es particularmente apto
para describir este tipo de medidas fuertemente
intermitentes [9]. Una medida multifractal es
esencialmente aquella para la cual las dimensiones
Renyi D, varfan con g, de modo que se requiere un
espectro de dimensiones D, para caracterizarla (en
contraste con un monofractal para el cual D, = D,
cuando g >0, siendo asf descrito por su dimensién
de capacidad, Dy, y la medida es uniforme sobre su
soporte). Se cree que la disipacion en turbulencia
puede describirse, con buena aproximacién, como una
de tales medidas multifractales [10], con conjuntos
de diferentes dimensiones fractales topolégicamente
entrelazados.

Por lo tanto, la medida especifica a considerar es
€(x). La disipacién acumulada E, en una regién Q
de tamafio caracteristico r es

E, = m g(x)d’x'

24
x'eQ(x) ( )

y la disipacién total en el dominio completo, de
tamafio H, se designard como E,. Especificamente,
las regiones £2 se tomardn como cubos de lado r
centrados en las posiciones X.

La caracterizacion de un multifractal se puede hacer
en términos de las dimensiones D, o por medio de
su espectro de singularidades. Después de cubrir el
volumen con cubos iguales de tamaio r, se puede
postular una relacién local de escalas de la forma

E (r)

E, H
y el exponente Holder o cuantifica la intensidad
de la singularidad en x cuando r — 0. Para un
multifractal, ovdepende de la posicidn x, y E, sigue
asi una ley de escala con una multitud de exponentes
sobre diferentes conjuntos, a cada uno de los cuales
le corresponde una dimensién Hausdorff que se
designard como f{). La funcién f{ ) es el espectro
de singularidades. Ya que una distribucién puede
describirse también por sus momentos, una relacién
similar a (25) es escrita para la suma de EZ sobre
todos los £2-cubos disjuntos de tamafio r:

[ E ]q ( ’ )Y(t])
a \E H

Dado que f{) es una dimensién Hausdorff para el
conjunto con exponente ¢, el nimero de cubos N()

en donde E, tiene una singularidad de intensidad
comprendida entre oy o +dose puede estimar como

(25)

(26)

—f(a)
N(ado, ~ g(oc)[%) do 27)

para algun prefactor g(), que no es relevante. Esto
se basa en la definicion de dimensidn fractal.

La suma en la ecuacion (26) puede evaluarse
integrando sobre todos los valores de o.. Empleando
las ecuaciones (25) y (27) dicha integracién
produce
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B8] 4] i)

= [exp(Lf(0) - godIn(H / 1)) g(or) dor

~ exp(Lf(a(q)) — qau@)]In(H / r)) (28)

en donde la integral ha sido aproximada por su
valor asintético para r — 0 segin el método de

Laplace. Por consiguiente, ¢(g) debe ser el valor
de o para el cual

dar
do

q=0 (29)

o(q)

y f'(cdg)) < 0. De la tltima relaciéon en (28) se
puede observar que

Z[Er jq ( , )—[.f'(a(q))—qa(q)]
S\ E H

y comparando este resultado con la ecuacion (26)
se concluye que

(30)

fladq) =qadq) —y(q) (€)9)

Derivando esta tltima ecuacion con respecto a g, y
haciendo uso del resultado (29) se tiene que

dy

oulg) = 4 (32)

Las ecuaciones (31) y (32) constituyen por lo tanto
una transformacién de Legendre de la funcién y

(@).

La computacién de las sumas Xo(E,/E,)? se efectud
para43 valores de g en el intervalo g € [2, 3,25],
sobre todos cubos disjuntos posibles de tamafio
9,3 < r/n < 238 en el campo MTLM de 1.0243
puntos. Este intervalo de escalas permite abarcar
una parte substancial de los rangos inercial y
disipativo. Para valores mayores de r el nimero de
cubos resulta demasiado reducido para muestreo
estadistico significativo. Resultados de X(E/E))
9 para valores representativos de g se muestran en
la Figura 5. Una ley de potencia consistente con la
ecuacion (26) se satisface bien en general, torndndose
un poco mds ambigua, pero ain razonable, para
los exponentes mds altos. Se utiliz6 regresién de
minimos cuadrados para obtener los exponentes ¥
(g) de los momentos a partir de estos datos. Para este
fin, la regresion se debe restringir a un rango de 7,
para el cual el amortiguamiento viscoso introducido
por el espectro de energia impuesto no afecte los
resultados. Es sabido que este limite inferior se sitia

IOglo[é(Er/E,)[’]

1 1
I 125 15 1,75 2

T T

10g10[%(Er/E,)[’]

1,501 L L L

T

T T T

g=-1

1 10t L 1 7

5 15 1 2
log, (/)

225 25 1

5 15 15 2
log,(r/1)

L 1 1 L
225 25 1 125 15 175
log,o(r/M)

Figura5. Momentos de la disipaciéon acumulativa normalizada, para los érdenes ¢ indicados, como
funcién del tamafio r de los £2-cubos. (+): campo MTLM 1.0243; (0): campo MMLM 1.0243;
linea punteada: escalamiento K41; linea llena: regresién sobre rango A; linea segmentada:
regresion sobre rango B; linea segmentada-punteada: regresion sobre rango C.
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alrededor de /1 > 20 en turbulencia real. Por otra
parte, para remover efectos provenientes desde el
rango de grandes escalas, también se excluyen las
escalas correspondientes a r >0,2L (con L la escala
integral). Esto determina un rango de 0,81 < log;o(7/
Ly <1,81, el cual es referido como “rango A” en lo
que sigue (ya que /= 3,097, este rango equivale a
20 <r/n <200). Con el fin de apreciar la variabilidad
de estos resultados debido a la incerteza en el rango
apropiado de escalamiento, se toman dos rangos
adicionales, los cuales modifican por un factor 2
el limite inferior o superior de r/n en el rango A:
rango B para 0,81 < log;y(r/ ¢;) < 1,51 y rango C
para 1,11 < logo(r/ £y;) < 1,81. En la Figura 5 se
presentan las regresiones sobre estos tres rangos
de escalas.

La Figura 6 muestra los exponentes y(g) obtenidos
usando el rango A (simbolos +). Nétese que en
el caso de disipacién no intermitente y que llena
todo el espacio, como implicaria la teoria K41,
las dimensiones D, serfan iguales a 3 para todo
q,V, por lo tanto, ¥ (q) estaria dado por la funcién
lineal y (¢) = 3(¢ — 1) [ver la ecuacién (33)].
Para comparacién, la Figura muestra también los
exponentes obtenidos para un campo generado
con el procedimiento MMLM para las mismas
condiciones. Es interesante, y consistente con
los resultados del escalamiento de las funciones

I I ' 1 I
3_
2,5F
2k
§1,5—
~
1+
0,5+ -
4——aT1aNGO A
ok %----x rango B _
+ +rango C
_0’5 P PRI [T S RS S SRS [T S S T S
2 25 3 3.5 4
(04

Figura6. Espectro de singularidades para el
campo MTLM de 1.0243 nodos. Los
simbolos circulares corresponden a datos
experimentales de [13].

de estructura visto anteriormente, que el MMLM
produce esencialmente un escalamiento del tipo
K41 en el rango de escalas disipativas.

El espectro de singularidades f() obtenido a
partir de los exponentes ¥ (g) se muestra en
la Figura 6, junto con datos tomados de [13],
provenientes de observaciones experimentales en
flujos de laboratorio y atmosféricos. El espectro
del campo sintético se asemeja razonablemente
bien al comportamiento observado en turbulencia
real, y hay buena concordancia cuantitativa en la
region del nicleo 2,5 < o < 3,5 del espectro. Para
el extremo derecho del espectro, el f{cx) sintético
no decae tan rapido como en el caso experimental,
mientras que la concordancia es mejor sobre el
extremo izquierdo.

Hay que recordar que elevados ¢ corresponden
a momentos de elevados érdenes g negativos,
mientras que ¢ reducidos estdn asociados con los
mds altos g positivos. Por consiguiente, ademas
del hecho obvio de que los extremos del espectro
son probablemente mas afectados por la incerteza
en el rango apropiado de escalamiento, se debe
considerar también que momentos de orden negativo
enfatizan los valores mas pequefios (cercanos a cero)
de la disipacion en el campo. Estas zonas de baja
disipacion surgen principalmente en las regiones en
donde el mapeo lagrangiano produce una escasez
relativa de particulas fluidas (una rarefaccién en la
densidad numérica local de las mismas), de modo
que la interpolacién produce un gradiente local
de velocidad reducido (en forma complementaria
a las regiones en donde las particulas convergen,
originando elevados gradientes de velocidad y
alta disipacién). Debido a las caracteristicas de
la construccion del campo de velocidades, la
estructura de aquellas regiones con distribuciones
de velocidad suavizadas e intensidad de turbulencia
deprimida es definida en su mayor parte durante
las primeras etapas del procedimiento de sintesis
(es decir, por las deformaciones introducidas en
las mayores escalas de la secuencia), mientras que
las zonas de alta disipacion, enfatizadas por g >0,
son resultado de la acumulacién de distorsion sobre
distorsion del campo local de velocidad. En este
sentido, el procedimiento actia mas eficazmente
en la construccion de las regiones mds singulares
que en el desarrollo de las mas regulares. Esto
puede explicar por qué la concordancia sobre el
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lado izquierdo del espectro de singularidad es mejor
que sobre el lado derecho.

Tomando el logaritmo de la ecuacién (26) se puede
ver que {q) estd relacionada con las dimensiones
Renyi mediante

_ Y@
T g-1

_ qUq) = f(a(q)
qg—1

D (33)

Ademais, se puede notar que la relacién (25) implica
que la disipacién promediada sobre los cubos de
tamafio r sigue una ley de escala del tipo

(34)

y entonces, un comportamiento singular con » — 0
ocurre para & < 3, mientras que en puntos con
a >3 la disipacién es regular. Por supuesto, en la
situacion fisica real los gradientes de velocidad son
suavizados por la viscosidad a escalas suficientemente
pequeiias, y singularidades en el sentido matemadtico
no ocurren, estando este comportamiento cuasi-
singular reflejado por valores locales de disipacién
de extrema intensidad, como los observados en la
Figura 4.

La buena correspondencia en el niicleo del espectro
sugiere que algunas propiedades importantes de la
naturaleza multifractal de la disipacién turbulenta
son bien reproducidas por la aproximacién MTLM.
En lo que sigue se toma el rango A como linea base
para comparacion, y los resultados para los rangos
B y C se indican entre paréntesis, en dicho orden.
De acuerdo con la ecuacion (29) el valor maximo
para fla) ocurre para g = 0y, por lo tanto, por la
ecuacion (33) se tiene

DO :f(a)max =3 (35)
que es la dimensién del espacio que soporta a la
medida (en este caso, la disipacién local). El valor
de fle)max Ocurre para g = 3,18 (3,21, 3,16) en el
campo sintético, lo cual se sitia proximo al valor
q = 3,13 encontrado en el espectro de singularidades
turbulento [13]. Mds importante es la dimensién
D, (la denominada dimensién de informacién),
que corresponde a la dimensién del conjunto que
contiene asint6ticamente a la disipacién. Si uno
considera subconjuntos del soporte que tengan
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una fraccion y de la medida, D, es la dimensi6n
del subconjunto que tiene la minima dimensién
D, cuando y — 1. De acuerdo a su definicién en
la ecuacidn (26), se tiene que ¥ (1) = 0, de manera
que para g = 1 tenemos

f(a(l)) = (1) (36)
y por (33), también se cumple que D; = o(1). El valor
de D, derivado en esta forma desde el espectro del
campo sintético es Dy = 2,89 (2,85, 2,93), el cual
concuerda bien con el valor D; = 2,87 encontrado
en turbulencia real [13].

La integracién en la ecuacion (28) da la dimensién
fractal (dimension “box-counting”) para el caso
cuando g = 0. Tomando solo las regiones en donde
la disipacidn tiene un comportamiento singular se
restringe el intervalo de integracién a < 3. Ya que
fla) es mondtonamente creciente en dicho intervalo,
el maximo valor de f{@) en tal intervalo restringido
ocurre para & — 3. Este valor mdximo domina el
valor asintético de la integral en estas condiciones, y
por lo tanto la dimensién Hausdorft del conjunto de
singularidades es f(3). Para los datos de turbulencia
real, el valor obtenido en [13] es f{(3) =2,96, mientras
que para el campo sintético se obtiene f{3) =2,97,
en excelente concordancia.

También es posible calcular el exponente de
intermitencia U, definido tradicionalmente como

2 p
QN(E) ,paran <r<<L (37)

82 r

Para momentos de bajo orden la aproximacién log-
normal es vélida, lo cual es equivalente a una forma
cuadrética para y(g), obteniéndose [13]

_d’y(@ 38)
qu =0

El resultado obtenido de las curvas de la Figura 7
(computado numéricamente con interpolacién de
orden 10) es u = 0,33 (0,41, 0,25). Esto es algo
mayor, pero aun dentro del rango de los valores
experimentales a menudo citados en turbulencia real,
los que se ubican en el rango (= 0,25 + 0,05 [14].
Se debe considerar ademds que este parametro estd
asociado con una medida altamente intermitente,
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para la cual la convergencia de la estadistica resulta
mds dificil. Para otra realizacién de un campo de
flujo sintético MTLM de 1.0243 puntos, el valor
obtenido fue i = 0,24 [16].

=

PR PRI EU U R TS S ——

-2 -1 0 1 2 3

Figura 7. Exponentes de momentos como funcién
de g. (+): campo MTLM 10243; (0):
campo MMLM 10243; linea segmentada:
escalamiento K41.

En resumen, se encuentra que los campos sintéticos
MTLM exhiben multifractalidad en el campo de
disipacion implicito, con niveles de intermitencia
que son comparables con aquellos de la turbulencia
real. Por contraposicién, si un pardmetro de
mapeo no conmensurable con la escala de tiempo
fenomenolégica de Kolmogorov se utiliza para
las distorsiones de cada escala espacial, el campo
de disipacion permanece esencialmente similar al
de la teoria K41, sin escalamiento intermitente.
Luego, la evidencia es que para el desarrollo de
la intermitencia es imperativo que se permita a las
pequedias escalas evolucionar al menos durante un
tiempo igual a su escala de tiempo caracteristico
(el denominado “turnover time”).

CONCLUSIONES

En este trabajo se aborda en primer lugar el
problema de la intermitencia y el escalamiento
anémalo en los campos turbulentos sintéticos
MMLM. Adicionalmente a lo aqui presentado, se
han estudiado también las propiedades estadisticas
y de estructura espacial de los campos de vorticidad
y deformacién y el campo de presién inducido,
el cual estd implicito en el campo de velocidades
obtenido que ha sido analizado (tales resultados
se presentan en [15]). En todos estos casos, lo

observado en el campo sintético MTLM estd en
notable concordancia con sus contrapartes en
turbulencia real. El principal hallazgo aqui es que
con un pardmetro de mapeo segun la ecuacién (8)
no aparece escalamiento anémalo significativo en el
rango inercial. Si bien dicho pardmetro es suficiente
para generar los momentos estadisticos de bajo orden
que determinan muchas de las caracteristicas no-
gaussianas de la turbulencia, la deformacién inducida
en el campo de velocidad es progresivamente mas
débil a medida que la escala de longitudes se reduce.
Con la forma (8), el pardmetro de tiempo no esta
relacionado con la dindmica intrinseca de la cascada
turbulenta. Un procedimiento modificado ha sido
explorado para el cual el pardmetro es calculado de
un modo tal que la distorsién total acumulada tiene
lugar, en promedio, durante el tiempo “turnover’™
lagrangiano local, el cual es particular para cada
escala. Se encuentra que esta segunda forma es
capaz de reproducir adecuadamente el fenémeno
de escalamiento anémalo.

En relacién con la estructura espacial de la disipa-
cién de energia, ésta es examinada mediante analisis
multifractal y su espectro de singularidades es
determinado. Los resultados concuerdan razona-
blemente bien con las caracteristicas multifractales
conocidas de la disipacién en turbulencia real. De
modo consistente con el andlisis de las funciones
de estructura, el campo de disipacién generado con
la aproximacién MMLM no produce escalamiento
multifractal.

Dos de los componentes fundamentales de la
turbulencia son la autodistorsién del campo de
velocidad y la estructura multiescala de dicho campo.
El primero de éstos es proporcionado en nuestro
caso sintético por el mapeo lagrangiano, mientras
que el segundo es explicitamente introducido por
la jerarquia de escalas usada. La construccién del
campo de velocidad es esencialmente cinematica,
sin ningtn efecto dindmico continuo para producir
escalas mds pequefias a partir de las escalas menores,
sino que en lugar de ello las escalas menores (con
estadistica gaussiana) son directamente introducidas
a cada nivel de la secuencia, y luego se les permite
que se deformen por si mismas y por la accién de
las escalas mayores que las precedieron. Estas
escalas pequefias no son directamente un producto
de las escalas mayores, sino que ellas (junto con
su estadistica gaussiana inicial) son agregadas
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arbitrariamente sobre el campo de velocidad de
escala mayor. Lo que surge directamente del
campo de escala mayor es la distribucién espacial
de las localizaciones en donde estas fluctuaciones
adicionales son mas fuertemente distorsionadas.
La deformacién acumulativa secuencial de estos
campos de velocidad en el proceso sintetizador
juega el rol conectivo entre escalas. En este caso
sintético ninguna transferencia dindmica de energia
(cascada de energia) tiene lugar, ya que la cantidad
apropiada de energia a cada nivel es impuesta por
construccion durante el reescalamiento a través
del espectro de energia. En su lugar se tiene una
especie de “cascada de estructura espacial”, por la
cual se desarrolla intermitencia espacial a partir
de las inhomogeneidades de la deformacién que
ha ocurrido en los campos de velocidad de mayor
escala.

Para explorar este punto, se efectuaron pruebas
adicionales en las cuales esta acumulacion de
intermitencia espacial fue suprimida artificialmente.
Esto se hizo dejando que los campos de velocidad
a cada escala fueran deformados como antes y
aplicando el mismo pardmetro de mapeo, pero
usando para cada escala el campo de velocidad
inicial gaussiano. En esta forma, los efectos de
la distorsién a cada una de las escalas no son
propagados acumulativamente en la secuencia, y
s6lo son combinados en la etapa final. En este caso,
el campo final de velocidad permaneci6 basicamente
gaussiano, y no se observé escalamiento anémalo
alguno.

Los resultados indican que adicionalmente a la
autodistorsién del campo de velocidad y a la
deformacion secuencial de una multiplicidad de
escalas, la cantidad apropiada de deformacién
a cada escala es crucial para la aparicién del
escalamiento anémalo y la manifestaciéon de la
real intermitencia de las escalas disipativas. Los
dos primeros elementos son suficientes para
producir gradientes de velocidad concentrados,
esencialmente correctos momentos estadisticos
ctibicos dependientes de gradientes de velocidad, y la
interrelacion entre vorticidad y tasa de deformacion,
pero el escalamiento anémalo y la intermitencia
s6lo surgen cuando se introduce la informacién
fisica apropiada sobre la magnitud de la distorsién
a cada escala. Esta informacion, en la forma del
tiempo turnover (K41) particular para cada escala,

208

se torna asi en el tinico suministro de dindmica real
de turbulencia (ademds del espectro de energia)
que es provisto. Nétese que la escala de tiempo
prescrita sigue el escalamiento estandar K41 y
no incluye a priori correcciones de intermitencia
prescritas. Las correcciones de intermitencia al
escalamiento de las funciones de estructura surgen
del procedimiento mismo.

Ademads de contribuir a una mejor comprensién
de los procesos cruciales que son necesarios para
la manifestacién de la intermitencia en campos
turbulentos, el hecho de que el MTLM logre
reproducir adecuadamente esta caracteristica con
bajo costo computacional, lo convierte en una valiosa
herramienta para la generaciéon de condiciones
iniciales realistas o condiciones de contorno en
simulaciéon numérica de flujos turbulentos. Para
esto dltimo se explorard a futuro la posibilidad de
generar campos de velocidad anisotrépicos, mediante
la distorsién individual de las componentes de
velocidad para introducir esfuerzos de Reynolds
prescritos. De igual modo, la adveccién de un campo
escalar pasivo por accién de campos de velocidad
sintéticos generados con este método ha mostrado
que las peculiares caracteristicas de la turbulencia
escalar, la cual presenta una intermitencia todavia
mas intensa, son también correctamente reproducidas
por el método [16].
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